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概要

向き付けられたいくつかの S1 の非交和 S1 ⊔ · · · ⊔ S1 を S3 へ埋め込んだ像を有向絡み目とい

う. 有向絡み目を境界とする S3 内の（連結な）有向コンパクト曲面を, その有向絡み目のザイ

フェルト曲面と呼ぶ. 有向絡み目のザイフェルト曲面は, 有向絡み目の種々の不変量の構成にお

いて重要な役割を果たす. MGR は群とラックの構造を併せ持った代数系である. MGR を用い

て, 彩色不変量と呼ばれる S3 内の境界付き有向コンパクト曲面の全同位不変量を得ることがで

きる. 本講演ではいくつかのザイフェルト曲面に対して彩色不変量を計算し, 得られた結果につ

いて述べる.

1 ザイフェルト曲面

いくつかの向き付けられた S1 の非交和 S1 ⊔ · · · ⊔ S1 を S3 = R3 ⊔ {∞}へ埋め込んだ像を有向絡
み目という. 特に 1成分の有向絡み目を有向結び目と呼ぶ. 2つの有向絡み目 L,L′ が S3 の向きを保

つ自己同相写像 S3 → S3 で移り合うとき, Lと L′ は全同位であるといい, L ∼= L′ と書く.

Definition 1.1. 3次元球面 S3 = R3 ⊔ {∞}内の境界付き有向曲面 F が, 有向絡み目 Lのザイフェ

ルト曲面であるとは, 次の条件 (i)–(ii)を満たすことをいう.

(i) F のどの連結成分も空でない境界を持つ.

(ii) ∂F ∼= Lである.

Remark 1.2. ザイフェルト曲面に対して, 連結性を仮定する場合も多い.

Theorem 1.3 ([2, 7]). 任意の有向絡み目に対して, そのザイフェルト曲面が存在する.

有向絡み目のザイフェルト曲面 F と F ′ が S3 の向きを保つ自己同相写像で移り合うとき, F と F ′

が全同位であるといい, F ∼= F ′ と書く.

任意のザイフェルト曲面 F は次の方法で空間 3価グラフの図式 D を用いて表される (Fig. 1). こ

のとき, 空間 3価グラフの図式 D をザイフェルト曲面 F の図式と呼ぶ.

ザイフェルト曲面の図式に対して, ライデマイスター型の定理が成り立つことが知られている.

Theorem 1.4 ([5]). 2つのザイフェルト曲面が全同位であることと, それらを表す 2つの図式がラ

イデマイスター変形 (Fig. 2)と S2 上のアイソトピー変形で移り合うことは同値である.
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図 1 空間 3価グラフ図式を用いたザイフェルト曲面の構成
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図 2 ライデマイスター変形

空間 3価グラフの図式 D を図式としてもつザイフェルト曲面を F (D)で表すこととする.

Proposition 1.5. 有向絡み目のザイフェルト曲面の図式Dに対して, 次の操作（図 3）で得られる

図式 D′ を考える. このとき, ∂F (D′) = ∂F (D)である.
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図 3 境界を変えない図式の変形



2 ザイフェルト行列

K,K ′ を互いに交わらない有向結び目とする. H1(S
3 \ K) ∼= Z の生成元を表すメリディアン

ループのホモロジー類を m ∈ H1(S
3 \K)とおく. [K ′] = n ·m ∈ H1(S

3 \K)を満たす整数 nを

Lk(K,K ′)と書く.

Definition 2.1. F を有向絡み目 Lのザイフェルト曲面とする. F の向きに対応する正の法線方向

を考える. 写像 ϕ : H1(F )×H1(F ) → Zを

ϕ(x, y) = Lk(l+x , ly)

で定める. ここで, lx, ly はホモロジー類 x, y の代表元で, l+x は lx を F の法線方向に平行移動したも

のである. H1(F )の基底を一つ選び, その基底に関する ϕの表現行列を F のザイフェルト行列とい

い, MF と書く.

次の命題は基底の取り方に依らず成立する.

Proposition 2.2. 有向絡み目のザイフェルト曲面 F と F ′ が全同位であるとき, あるユニモジュ

ラー行列 P が存在して, MF ′ = TPMFP を満たす.

Definition 2.3. 2つの有向絡み目のザイフェルト曲面 F と F ′ の図式 D と D′ がデルタ同値であ

るとは, DとD′ がライデマイスター変形（図 2）と次のデルタ変形（図 4）で移り合うことをいう.

図 4 デルタ変形

Proposition 2.4. 2つの有向絡み目のザイフェルト曲面 F と F ′ の図式 D と D′ がデルタ同値な

らば, あるユニモジュラー行列 P が存在して, MF = TPMF ′P が成り立つ.

3 MGRについて

カンドル ([4, 6])は, 結び目理論におけるライデマイスター変形に対応する代数系であり, 結び目理

論の研究において重要な役割を果たす. 特に結び目群の一般化である結び目カンドルは, 結び目の弱

同値の差を除いて完全不変量であることが知られている.

本章では, カンドルの一般化であるラック ([1])と群の演算を併せ持った代数系であるMGRを用

いて, ザイフェルト曲面の不変量を構成する.



Definition 3.1 ([1]). 集合 R と R 上の二項演算 ◁の組 (R, ◁)がラックであるとは, 次の条件を満

たすことをいう.

• 任意の y ∈ Rに対して, 写像 Sy : R → R, Sy(x) = x ◁ y, は全単射である.

• 任意の x, y, z ∈ Rに対して, (x ◁ y) ◁ z = (x ◁ z) ◁ (y ◁ z)を満たす.

Example 3.2. n ∈ Z>0 とする. Rn = (Zn, x ◁ y = 2y − x)を二面体ラックという.

Definition 3.3 ([3]). 群の非交和 X =
⊔

λ∈Λ Gλ と X 上の二項演算 ∗ : X ×X → X の組 (X, ∗)
がMGRであるとは次の条件を満たすことをいう.

• 任意の λ ∈ Λ, x ∈ X, a, b ∈ Gλ に対して, x ∗ (ab) = (x ∗ a) ∗ bかつ x ∗ eλ = xを満たす. こ

こで, eλ ∈ Gλ は群 Gλ の単位元である.

• 任意の x, y, z ∈ X に対して, (x ∗ y) ∗ z = (x ∗ z) ∗ (y ∗ z)を満たす.

• 任意の λ ∈ Λ, x ∈ X, a, b ∈ Gλ に対して, ある µ ∈ Λ が存在して, a ∗ x, b ∗ x ∈ Gµ かつ

(ab) ∗ x = (a ∗ x)(b ∗ x)を満たす.

MGRは Definition 3.1の定義を満たす. 従ってラックである.

Example 3.4. (R3 × Z2)× Z2 =
⊔

x∈R3
({x} × Z2)× Z2 は次の演算によりMGRである.

((x, a), i) ∗ ((y, b), j) =

{
((x, a), i) (b = 0)

((2y − x, a), i+ 1) (b = 1)
, ((x, a), i)((x, b), j) = ((x, a+ b), i+ j).

有向絡み目のザイフェルト曲面の図式 D の Y向きとは, 各頂点回りで沈点や湧点（図 5）を持た

ない向きのことである. 有向絡み目のザイフェルト曲面図式に Y向きを 1つ指定したものを Y向き

付けられた図式と呼ぶ. 有向絡み目のザイフェルト曲面の Y向き付けられた図式に対してもライデ
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図 5 頂点周りの向き付け

マイスター変形が定義され, Theorem 1.4と同様の定理が成り立つ.

有向絡み目のザイフェルト曲面の Y 向き付けられた図式の弧全体の集合を A(D) と表すことと

する.

Definition 3.5. X =
⊔

λ∈Λ Gλ をMGR, D をザイフェルト曲面の Y向き付けられた図式とする.

D の X 彩色とは次の条件を満たす写像 C : A(D) → X のことをいう.

• D の各交差に対して, C は C(ai) ∗ C(aj) = C(ak) を満たす. ここで, ai, aj , ak ∈ A(D) は



図 6の左図で表される弧である.

• D の各頂点に対して, C は C(ai), C(aj) ∈ Gλ(λ ∈ Λ) かつ C(ai)C(aj) = C(ak) を満たす.

ここで ai, aj , ak ∈ A(D)は図 6の中央及び右図で表される弧である.
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図 6 X 彩色条件

D の X 彩色全体の集合を ColX(D)と書く.

Theorem 3.6 ([3]). X をMGRとする. 2つの有向絡み目のザイフェルト曲面の Y向き付けられ

た図式 D と D′ がライデマイスター変形で移り合うならば, ColX(D)と ColX(D′)の間に全単射が

存在する. 特に, ColX(D) の濃度は Y 向きの取り方に依らずザイフェルト曲面 F (D) の不変量と

なる.

4 主定理

Theorem 4.1 (主結果). 自明な 2 成分絡み目のザイフェルト曲面の組 (F, F ′) が存在して次を満

たす.

(i) F ̸∼= F ′ を満たす.

(ii) あるユニモジュラー行列 P が存在して, MF = TPMF ′P を満たす.

(iii) F と F ′ の S3 内での正則近傍 N(F )と N(F ′)はハンドル体結び目として同値である, すなわ

ち, N(F )と N(F ′)は S3 の向きを保つ自己同相写像で移り合う.

証明の概略. (i) ザイフェルト曲面の図式 D, D′ を図 7で定める.

このとき, Proposition 1.5より, ∂F (D) ∼= ∂F (D′) ∼= (自明な 2成分絡み目)である.

D, D′ に対して任意に Y 向きを与える. X = (R3 × Z2) × Z2 を Example 3.4 の MGR とする.

このとき, |ColX(D)| ≠ |ColX(D′)| であるので, Theorem 3.6 より F (D) ̸∼= F (D′) である. この

F (D), F (D′)をそれぞれ F , F ′ とすればよい.

(ii) Proposition 2.4より従う.

(iii) ハンドル体結び目として,

N(F ) ∼= N(F ′) ∼= (種数 4の自明なハンドル体結び目と三葉結び目の正則近傍の連結和)

である.



廻 1
図 7 D(左)と D′(右)
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